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Predikatovy pocet prvniho radu

Formalni jazyky, které jsou médiem moderni formalni logiky, se postupné konstituovaly v prvni
poloviné naSeho stoleti. Ten nejpodstatnéjsi z nich, jazyk predikatového poctu, je
charakterizovan tiremi typy syntaktickych pravidel - prvni dva z nich pifimocare kopiruji zékladni
syntaktické struktury pfirozeného jazyka, totiz jednak to, Ze jednoducha véta piirozeného jazyka
se v typickém piipad¢ sklada ze slovesné fraze doplnéné ne€kolika frdzemi jmennymi, a jednak
to, ze véty mohou byt negovany a pomoci spojek spojovany v souveéti:

(1): N-arni predikat plus n terma (kde termem muze byt bud'to konstanta, tj. "jméno",
nebo aplikace n-arniho funktoru na n termil, tj. "deskripce") dava (jednoduchy) vyrok.
(i1) N-arni logicky operator plus n vyrokti dava (slozeny) vyrok.

Treti typ pravidla je jiného typu: nereflektuje zadnou takto obecnou syntaktickou
strukturu pfirozen¢ho jazyka, ale spiSe strukturu urcitych specifickych vyrok, které mizeme
¢init o jazyce. Udélame-li z néjakého vyrazu "matrici" (obecné schéma) tak, Ze v ném nékteré
casti nahradime promeénnymi (tj. vyrazy, které jsou pouze formalni a ve skutecnosti jenom
indikuji "prazdni mista"), mizeme si pod témito parametry piedstavovat rizné konkrétni véci a
zkoumat, v kterych piipadech by tak vznikly vyrok platil, a v kterych ne. Na zaklad¢ toho
muzeme formulovat tvrzeni jako "matrice M d4 pravdivy vyrok, at’ si pod proménnou x
predstavime cokoli" a "pod proménnou x si Ize néco predstavit tak, aby M dala pravdivy vyrok";
¢i prosté "pro kazdé x plati M" a "pro n¢jaké x plati M". To vede k intuici (na rozdil od téch
predchozich dvou velice specifické), Zze vyrok se mize skladat z kvantifikatoru (stanoviciho, zda
hovofime o vSech moznostech ¢i o existenci alesponi jedné moznosti), promeénné (stanovici
kterého symbolu se tivaha o tyka) a z matrice:

(ii1) Kvantifikator plus proménna plus vyrok da vyrok (pfiCemz se piedpoklada, ze
proménné patii mezi symboly, které mohou legitimné vstupovat do pravidla (i)).

Tato posledni intuice ovSem nebyla vzdy chapana a explikovéana zcela jednotné: riznily
se predevsim ndzory na to, zda proménnymi mizeme nahrazovat jenom termy, nebo i predikaty.

rukopisu.



Tato vicezna¢nost vedla k tomu, Ze se v prvni polovin€ naseho stoleti z predikatového poctu
zacal vyd¢lovat predikatovy pocet prvmiho rddu, charakterizovany tim, Ze v ném nelze
kvantifikovat pfes predikaty~. To predevS§im znamena, ze v ném existuji jenom takové
proménné, které zastupuji termy; znamena to ale i1 to, Ze jsou v ném z%povézeny veskeré
mechanismy, které by takovou kvantifikaci umoziovaly jakkoli nepiimo.™ Takto vymezeny
predikatovy pocet prvniho fddu ma nékteré charakteristické vlastnosti, které predikatovy pocet
pojaty Sifeji obecné postrada: je (sémanticky) uplny (vyrok je dokazatelny pravé kdyz je platny
ve vSech modelech); je kompaktni (kazd4 spornd mnoZina vyrokd obsahuje konecnou spornou
podmnozinu); a ma tzv. Lowenheimovu-Skolemovu vlastnost (kazda mnozina vyrokd, ktera ma
model, mé nejvyse spocetny model). Tyto vlastnosti, které jsou obvykle povazovany za zadouct,
jsou také hlavnim ditvodem, proc je tolik (predevsim matematickych) logikli presvédceno, zZe by
se méla logicka teorie soustfedit pouze na tento systém.

Vedle exponentti logiky prvniho fadu je ovSem 1 dost téch, ktefi tuto logiku vidi jako
prilis restriktivni. Takové hlasy se pfitom ozyvaji nejen od logiki, kterym jde predevSim o
analyzu pfirozeného jazyka (a pro které je zasadni bohaty repertoar syntaktickych prostredkii,
ale 1 od téch, kterym jde o zéklady matematiky (Bairwise a Feferman, 1985; Shapiro, 1991).
Domnivame se vSak, ze diskuse, ktera se na toto téma (na riznych trovnich) odehravaji, nékdy
trpi jednak tim, ze si jejich ucastnici zcela neuvédomuji vSechna fakta o vztahu mezi logikou
fadu prvniho a logikami fada vysSich, a pak pfedevsim tim, ze se terminy jako logika vyssiho
Fadu uzivaji v ponékud riiznych smyslech.

Cilem tohoto ¢lanku je nyni pfedevSim vyjasnit, co je a co neni legitimnim predmétem
takovych sporti: neptinasi tedy nic zasadné nového, ale shrnuje dostupnéd relevantni fakta
zpusobem, ktery autor povazuje za potrebny a ktery dosud v literatuie postrada.

Za hranicemi logiky prvniho radu

Zeptame-li se nékoho, kdo obhajuje potiebu logiky vyssiho nez prvniho tadu, pro¢ nevystaci s
logikou tadu prvniho, dostaneme nejCastéji odpovéd” v tom smyslu, ze potiebuje versi
vyjadrovaci schopnost, nez jakou ma logika prvniho fadu. To ale miize znamenat ponckud
odlisné véci. Miize to predev§im znamenat (i) potiebu syntakticky bohatsiho jazyka; coz mize
déale znamenat (i.i) prostou potiebu predikati vyssich fada; ¢i (i.ii) potfebu kvantifikovat pres
ptislusné proménné. Muze to ale také znamenat (ii) potfebu logiky, ktery ndm dovoli vyjadiit

*Proces tohoto vydé&lovani podrobné popisuje a dokumentuje Moore (1988).

*Takovym mechanismem by mohlo byt napiiklad n&jaké pravidlo komprehenze, které by zajistilo,
ze by mél kazdy predikat v univerzu sviij jednoznacny "objektudlni korelat": pak by totiz Slo fakticky
pres predikaty kvantifikovat prostiednictvim kvantifikovani pires jejich objektualni korelaty. Prave
diky tomuto mechanismu nebyla prvni soustavna formulace predikatového poctu, kterou predlozil
Gottlob Frege, ve své podstaté logikou prvniho fadu. (Fregiiv systém byl ovSem diky neomezené
komoprehenzi, jak na to upozornil Russell, sporny - viz ptedchozi studie.)



nekteré pojmy, které né jsou vyjadfitelné v logice prvniho fadu, naptiklad pojem konecnosti.
Tyto motivy, jakkoli spolu tizce souviseji, nejsou zcela ztotoznitelné. Rozeberme je podrobnéji.

Potieba (i.1) miize byt motivovana snahou o pifimocarou logickou analyzu vyroka jako
jsou (1) ¢i (2); abychom totiz mohli vytvofit formuli (1'), potfebujeme predikat druhého fadu Do
a abychom mohli vytvofit (2'), pottebujeme "predikat" Ry, jehoz aplikaci na predikat vznikne
opét predikat.

Byt statecny je dobré (1)
Karel rychle bezi (2)
Do(St) (1
(Ry(Be))(Ka) (2)

Podobné miizeme chtit zachytit nékteré matematické pojmy prostrednictvim predikatt druhého
fadu; tak naptiklad mizeme chtit schematizovat (3) jako (3'), kde Prv je unarni predikat.

Prvocisel je nekonecné mnoho 3)
Nek(Prv) (3"

Potieba (i.i1) mize byt motivovana snahou o zachyceni vyrokt jako (4) a (5) formou (4')
a(5"):

Karel a Petr maji néjakou spolecnou vlastnost 4)
Délat neco rychle znamenda nedelat to pomalu (5)
Lb.p(Ka)&p(Pe) 4)
UpLlx.(Ry(p))(x) - ~(Po(p))(x) (5)

Podobné Dedekindovu definici nekone¢ného oboru, (6), mizeme piimocaie zachytit
jako (6") a axiom indukce (7) jako (7')

Obor P je nekonecny, Ize-li ho jednoznacné zobrazit na jeho vlastni podmnozZinu. (6)
Nek(P)=LE OxOy(f=fy - x=y) & Lx(P(x) - P(fx)) & WP ()& Lx(P(x) - fx#y)) (6
Ma-li jakoukoli danou viastnost cislo 0, a ma-li navic tuto vilastnost naslednik n' kazdého
cisla n, které tuto viastnost ma, pak tuto vlastnost maji vsechna prirozena cisla. (7
Up.(p(0)&Ln(p(n) - p(n"))) - Un.p(n) (7)

Potieba (ii) pak mlze byt motivovana prosté snahou mit logiku, ve které bude mozné
vyjadiit pojmy, které v logice 1.fadu prokazatelné¢ vyjadritelné nejsou (jako napiiklad
nekonecnost), a to ne nutné prostiednictvim explicitni definice v objektovém jazyce (jako je
(6"). Pifijmeme-li modelové-teoretické chapani logiky (viz Bairwise a Feferman, 1985), miizeme

legitimn& definovat napfiklad kvantifikator [}, metajazykovym pfedpisem (kde |...|

[va) J ta
interpretace, kterd se od | ... Lisf nejvyse v tom, Ze ||x || wa=d):



| BoxP(x)|| = 1 pravée kdyz existuje nekone¢né mnoho takovych predméti d, ze
PG [ v = 1

Takova definice nas nutné nevede za hranice syntaxe logiky prvniho fadu - [ je
syntakticky vyraz stejného typu jako a [, a zavadét nové vyrazy tohoto typu je i v ramci
logiky 1. fadu principialn€ neproblematické (viz [1).

Z toho je vidét, ze (i) a (ii), jakkoli spolu souviseji, maji podstatn¢ odliSnou povahu. V
piipadé¢ (i) se jedna o potiebu rozsahlejsiho repertoaru syntaktickych prostiedki, ktery sam o
sob& nemusi znamenat skutecné netrivialni krok za hranice logiky prvniho fadu. Existuje totiz
strategie, jak takové bohatsi prostfedky bud’ piimo "nasimulovat" v ramci logiky prvniho fadu,
¢i jak jazyk logiky prvniho fadu rozsitit takovym zpiisobem, ze potfebné syntaktické prostiedky
budou k dispozici, a piitom se za hranice logiky prvniho fadu nedostaneme. Naznac¢me nyni dvé
varianty strategie, jak redukovat kvantifikaci vyssiho fadu na kvantifikaci fadu prvniho.

Predikaty jako individua

Prvni z téchto variant vychazi z piesvédceni, Ze to, o ¢em je néco predikovano, je vzdycky svou
podstatou individuum. Frege (1892, s.197) fika: "pojem musi byt [aby na néj mohl byt aplikovan
jiny pojem] nejprve proménén v predmét, nebo, piesnéji feceno, musi byt zastoupen
predmétem." To znamenad, Ze to, co z vySe uvedeného pohledu vidime jako vlastnost vlastnosti
aplikovanou na vlastnost, je z tohoto pohledu vidéno jako vlastnost individui, kterd neni
aplikovatelna piimo na vlastnost, ale na né&jaky "objektudlni korelat" (ve Fregové pojeti to je
extenze) této vlastnosti. V pfirozeném jazyce je tomu vskutku tak, Ze predikat obvykle
spojujeme s néjakou jmennou formu (nominalizaci) jiného predikatu (v typickém piipad¢ s
podstatny jménem slovesnym, ¢i s infinitivem, v angli¢tin¢ také s gerundiem). Tato ivaha vede
k tomu, Ze naptiklad vyrok je Byt statecny je dobré je rekonstruovan jako aplikace predikatu Do
na term BSt, ktery oznacuje "objektualni korelat" predikatu St.

Je ovSem ziejmé, ze systematicka souvislost mezi predikaty a jejich objektudlnimi
korelaty je relevantni logicky: odvozeni jako je (8) plati obecné.

Karel je statecny (8)
Byt statecny je dobré

tedy Karel ma néjakou dobrou vlastnost

Takova odvozeni ale neni tézké logicky zachytit: je pouze tteba vzit vazné predikat mit viastnost
(zachytit ho jako binarni predikatovou konstantu) a dale chapat BSt nikoli jako nedélitelny term,
ale jako aplikaci "nominaliza¢niho" operatoru B na predikat St, tedy chapat BSt jako B(St). Pak
muzeme stanovit obecné odvozovaci pravidlo



P(T) )
tedy MaVI(7,B(P));
a z n¢j odvodit formalni rekonstrukci odvozeni (8):

St(Ka) (8)
Do(B(St))

tedy MaVI1(Ka,B(St))&Do(B(St))
a tedy [k.MaVI(Ka,x)&Do(x)

Operator jako je B se ovSem piimo do logiky prvniho fadu nevejde; jeho zavedeni nicméné
znamena jiny druh modifikace této logiky nez zavedeni predikati vyssich fadi. Problémy kolem
operatori tohoto druhu, a obecnéji problémy logické analyzy fenoménu nominalizace v
pfirozeném jazyce, podrobné rozebrali Chierchia (1982) a Turner (1983)

Variaci na téma této strategie je davidsonovsky piistup k zachyceni vét typu (2):
Davidson (1980) navrhuje pfidat ke kazdému predikatu novy, v pfirozeném jazyce "skryty"
argument charakterizovatelny jako "udalost": vyrok (2) tedy bude chapan jako Existuje "uddlost
bezeni”, jejimz protagonistou je Karel a tato udalost je rychla (srov. také Parsons, 1990).

(3. Be(u,Ka)&Ry(1). (2"

V jistém smyslu je mozné jako zcela obecné vyjadieni takovéto strategie vidét i teorii
modell a teorii mnozin, na které se teorie modela zakladd: modelové-teoretickou interpretaci
formalniho jazyka je mozné nahlédnout jako urcitou formu piekladu tohoto jazyka do jazyka
teorie mnozin, tedy do urcitého jazyka prvniho fadu.=Teorii modeli (pro klasicky, extenzionalni
predikatovy pocet) totiz mizeme vidét jako de facto prostfedek prekladu napi. vyroku P(7) na
"metavyrok" || 7]|O]|P|| (podobng, trochu slozit&ji, pro predikaty vyssich arit); a potazmo
redukce pravdivosti toho prvniho na pravdivost toho druhého - kdybychom psali prosté¢ T
namisto || 7|, B(P) namisto || P[], a MaVI namisto [, dostali bychom namisto || 7||O| 2| opét

MaAVI(T,B(P)).

*Srov. té7 Peregrin (1990).

5 . v o v ’ v c owr v v ’ . o .
Teorie mnozin mize byt ovSem i fadu vysSiho nez prvniho, v teorii modell se ale zpravidla
pracuje s jeji prvoradovou verzi.

°Srv. téz Peregrin (1992a).
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Henkinovské chapani logik vysSich radi

Druha varianta této strategie je postavena na myslence, ze bez omezeni pfipustime vyrazové
prostfedky logik vysSich tada, avSak sémanticky je budeme interpretovat v duchu logiky fadu
prvniho; to znamend, Ze je budeme chapat jako pouze "vyrazové varianty" prostiedka
prvoradovych. Vezmeme-li logiku druhého tfadu, bude tato strategie znamenat, neformalné
feCeno, chapani relaci jako zvlaStniho druhu individui (relace tedy budou soucasti domény
individui). To znamend, ze vyraz P(T) budeme interpretovat jako vztah mezi dvéma individui:
mezi jakoZto individuum chépanou relaci |P|| a "klasickym" individuem | 7]. Tim se nam
kvantifikace pftes relace stane de facto kvantifikaci pies urcity druh individui.

Interpretace jazyka druhého fadu je tvorena univerzem U a interpretacni funkci, ktera
zobrazuje individualni konstanty na prvky U a predikatové konstanty na relace nad U; oborem
proménnosti individualnich proménnych je pak U a oborem proménnosti predikatovych
proménnych jsou pfislusné mnoziny relaci. Druhotadova interpretace se tedy od interpretace
prvoradové fakticky lisi tim, ze vedle jediného oboru proménnosti U disponuje 1 dalSimi obory
proménnosti, konkrétng Pow(U), Pow(U?), ... . Pracovat s n&kolika obory proménnosti ale
muzeme docela dobfe 1 v rdmci prvofadové sémantiky: pfimo v rdmci sortované logiky prvniho
fadu (coz je pifimocard a z formalniho hlediska neproblematickd modifikace standardni logiky
prvniho fadu, ve které mame namisto jedné kategorie termi a potazmo jednoho univerza
individui takovych kategorii a univerz vice), nepfimo pak i v ramci standardni (nesortované)
logiky prvniho fadu, a to tak, ze jednotlivé obory proménnosti "modelujeme" prostiednictvim
ruznych ¢asti jediného univerza. To mizeme udélat tak, ze kvantifikaci pres né€jaky specificky
obor nahradime kvantifikaci pfes celé univerzum, ale kazdou kvantifikovanou formuli budeme
interpretovat jako kondicional, jehoz antecedent fakticky omezi kvantifikaci na tu ¢ast univerza,
kterd modeluje ptislusny obor: tak Op.p(x) budeme chépat de facto jako Oy.P(y) - PR(y,x), kde
P je charakteristickd funkce t¢ Césti univerza, ktera modeluje obor proménnosti undrnich
predikatovych proménnych, a PR je bindrni predikat, ktery je vyrazem chédpani predikace jako
vztahu mezi dvéma individui.

Kazda druhotddova interpretace nam takto pfimocarym zpusobem "indukuje" urcitou
prvoradovou interpretaci; a to tak, ze vztah mezi indukujicim a indukovanym zachovéava
splnitelnost. Nazyvejme prvoradové interpretace toho typu, které jsou takto indukovany
interpretacemi  druhofddovymi, interpretacemi kvazidruhoradovymi. Kvazidruhotadové
interpretace miZzeme charakterizovat urcitou prvoradovou teorii; problém je ovSem v tom, ze
ackoli kazdd druhotddové interpretace indukuje interpretaci kvazidruhotddovou, ne kazda
kvazidruhotadova interpretace je indukovana néjakou interpretaci druhotfddovou. Nebude tedy
zaruceno, ze kazda formule platna pii kazdé druhotfadové interpretaci bude platnd i pii kazdé
kvazidruhotadové interpretaci; a z Godelovy véty lze dokdzat, ze skutecné¢ budou nutné
existovat formule, které budou platné druhotadové, avsak nikoli kvazidruhotfadove.

Zajimavé je, ze prakticky totéz, co provedeme tim, kdyz zacneme logiku druhého tadu
interpretovat prvoradové, dosdhneme i tim, ze piipustime takové druhofadové interpretace, ve
kterych nebudou obory proménnosti predikatovych proménnych nutn€ obsahovat vsechny relace
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piislusné arity. Lze totiz snadno ukdzat, Ze existuje vzajemn¢ jednoznacné korespondence mezi
témito tzv. henkinovskymi interpretacemi~a interpretacemi kvazidruhoradovymi.

Rozdil mezi touto cestou "redukce" logiky druhého fadu na logiku prvniho fadu a cestou
probiranou v ptredchozim oddile je ovSem v podstaté jenom "ideologicky": zatimco v
predchozim ptipadé nejprve jazyk druhého fadu piekladame do néjakého jazyka prvniho fadu a
ten pak pfislusSnym zplisobem interpretujeme, v tomto piipadé oba tyto kroky spojujeme do
jednoho a nehovoifime o zddném zprosttedkujicim prvoiradovém jazyce. (Nezavadime tedy ani
7adny problematicky nominaliza¢ni operator, jakym byl v pfedchozi kapitole B.) Rikali-li jsme
v predchozim oddile, ze predikaty "piekladame" na termy, a ty pak interpretujeme jako
individua, fikdme tady piimo, Ze predikaty interpretujeme jako individua - rozdil to zjevné neni
podstatny.

Princip prekladu logiky druhého Fadu do logiky prvniho Fadu

Rozeberme si zptsob redukce logiky vysSiho fadu na logiku fadu nizSiho podrobnéji a
rigordznéji - nacrtnéme proceduru, kterou mizeme kazdy druhotadovy jazyk pretransformovat
na jazyk prvoradovy, a kazdou druhofadovou teorii na teorii prvoradovou. Pro jednoduchost se
omezime pouze na monadickou logiku druhého tadu, tj. na takovou, jejiz jazyk neobsahuje
predikaty arity vyssi nez 1; a dale se omezme na jazyky, které neobsahuji funktory.

Jazyk monadického predikatového poctu druhého tadu (MPP2) se tedy sklada z
individualnich a predikatovych konstant (ik, pk), individudlnich a predikatovych proménnych
(ip, pp), logickych operatorti a kvantifikatort. Jazyk dvousortového predikatového poctu
prvniho fadu (PP1(2)) nemé predikatové proménné, ale jeho individudlni konstanty i proménné
jsou rozdéleny do dvou kategorii, tzv. sorti (ik', ik? a ip', ip?).

Bud’ nyni dan jazyk L; MPP2. Vytvoime jazyk L, PP1(2) tak, ze:

- mnozina ik' jazyka L, je totoZna s mnoZinou ik jazyka L'

- mnozina ik* jazyka L, je totoZnd s mnoZinou pk jazyka L'

- mnozina ip' jazyka L, je totoZna s mnoZinou ip jazyka L'

- mnozZina ip” jazyka L, je totoZnd s mnoZinou pp jazyka L'

- mnozina pk jazyka L, obsahuje jediny vyraz, binarni pk PR typu <2,1> (tj. takovou, Ze
dava vyrok spolu s termem sortu 2 a termem sortu 1).

Definujme indukci preklad vyrazi L, na vyrazy L, - je-li X vyraz L;, oznaime jeho

preklad v L, symbolem X :
X = X je-li X ik, pk, ip nebo pp
(P(T))’ =PR(P",T")

V&V, =V, &V,
(V] DVz)* = Vl* DVZ*

"Podle Henkina (1950).



(Vi = Vo) =V, L5V,

%) ==(V")
(I:le)* =0x'V’
(OpV)" =0f V"'

Uvédomme si, ze takto zavedeny ptreklad miizeme chdapat i1 jako pouhé zavedeni nové
notace pro MPP2 - jako trividlni nahrazeni zapisu p(f) zapisem PR(p,f). Z tohoto pohledu je
ovsem PR pomocnym symbolem na urovni zavorek. Co se zméni, kdyz se na novou notaci
zacneme divat jako na formule PP1(2) a na PR jako na binarni predikat? Specifické axiomy
MPP2, tykajici kvantifikace ptes predikaty, ziejmé piejdou v instance axiomt PP1(2), tykajici se
kvantifikace pfes termy sortu 2; a stejné tak pro pravidlo druhotfadové generalizace. Protoze za
axiomy MPP2 bereme i instance pravidla komprehenze (tj. vyroky tvaru CpOx(p(x) & F), kde F/
nema jinou volnou proménnou nez x), musime k axiomim PP1(2) ptidat i jeho preklad (kde x je
proménna sortu 1 a' y proménna sortu 2 a ' opét nema jinou volnou proménnou nez x):

LyOx(PR(y.X) & F) (Kompr)

Budeme-li nyni mit v L, symbol = pouze mezi termy sortu 1, bude takto definovany pieklad
vzdjemné jednoznacnou funkci (kazdé formuli L; odpovida praveé jedna formule L, a naopak), a
navic bude ziejmé platit, ze formule L; bude teorémem MPP2 pravé kdyz bude jeji peklad v L,
teorémem PP1(2)+(Kompr). Piipustime-li = i mezi termy sortu 2, budeme mit v L, i takové vf,
které nebudou pieklady zadnych vf L; (pieklad jiz tedy nebude surjekei); a bude rozumné ptidat
nasledujici axiom:

OyOz(Ox(PR(y,x) & PR(z,X)) -» (y=2)) (Ext)

Bude vsak ziejmé platit, ze vf L, je teorémem MPP2 pravé kdyz je jeho pieklad v L, teorémem
PP1(2)+(Kompr)+(Ext).

Bud’ nyni T teorie v jazyce L;; definujeme teorii T v jazyce L, tak, Ze obsahuje preklad
A" kazdého axiomu A teorie T plus (Ext) a (Kompr). Bud’ [=<U,P> (kde U je mnoZina a P
piitazuje prvky U individudlnim konstantdm L, a podmnoziny U predikatovym konstantam L)
modelem teorie T. Polozme U,=U, U,=Pow(U) a definujme funkci P jako takové minimalni
roziifeni funkce P, pro které P'(PR)={<y,x> | xOy}. Pak je ['=<U},U,,P™> zfejmé interpretaci
jazyka L,. Snadno ovéfime, Ze I spliiuje vyrok V jazyka L, pravé kdyz I splituje preklad V°
vyroku V do jazyka L,; a protoze I ziejmé splituje (Ext) i (Kompr), je I" modelem T". Z této
uvahy obecné plyne: Kazdé interpretaci néjaké teorie v ramci MPP2 odpovidad urcitd
jednoznaéné urend interpretace piekladu prislusné teorie do PP1(2); specidlné¢ kazdé
interpretaci MPP2 odpovida néjaké jednoznacné urcena interpretace PP1(2)+(Ext)+(Kompr).

Bud’ naopak I'=<U;,U,,P"> modelem T. Pfifadme kazdému prvku y mnoZiny U,

podmnozinu m(y) mnoziny U; takovou, ze m(y)={xUU, |<y,x>DP*(PR)} (Prvky U, tak
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chapeme, neformalné feceno, jako "objektualni korelaty" podmnozin U, - prvek y je objektudlni
korelat mnoziny m(y), nebo, miizeme fici, je pfimo touto mnozinou, ale "chapanou jako objekt".
Axiom (Ext) zarucuje, ze funkce m je prosta, tj. ze kazdy prvek U, je "objektudlnim korelatem"
nejvyse jedné podmnoziny U;). Bud’ nyni P takova funkee, e P(i)=P"(i’) pro kazdou ik i jazyka
L, a P(p=m(P (p)) pro kazdou pk p jazyka L;; pak je I=<U,,P> interpretaci jazyka L.
RozlisSme nyni dva piipady: za prvé, je-li oborem hodnot funkce m cela mnozina Pow(U,) (1. je-
li kazd4 ul1U; hodnotou m(y) pro néjaké y[1U,), pak zfejmé opé€t pro kazdy vyrok V jazyka L,
plati, Ze je spliiovan I pravé kdyz je V" splitovan I', a specialng Ze I je modelem T; a interpretace
LaTl siv tomto odpovidaji. JestliZe je ale, za druhé, obor m vlastni &asti Pow(Uy) (4j. existuje-li
ulJUy, ktera neni hodnotou m(y) pro zadné y[1U,), pak nelze vyloucit moznost existence vyroku
V jazyka Ly, ktery bude splitovéan I, agkoli V' nebude spliiovéan I, nebo naopak. (Takovy vyrok
by mohl napftiklad tvrdit existenci prave takové podmnoziny univerza, jejiz "objektudlni korelat"
v U, neni.) Tedy: nékteré, ale nikoli obecné kazdé, interpretaci néjaké teorie v ramci
PP1(2)+(Ext)+(Kompr) odpovida urcitd jednoznacné urcena interpretace piekladu ptislusné
teorie do MPP2; specialné nékteré, ale nikoli obecné kazdé, interpretaci PP1(2)+(Ext)+(Kompr)
odpovida néjaka jednoznacné€ urcéena interpretace MPP2.

Ukazme nyni déle, Ze teorie v ramci sortovaného prvniho fadu lze zcela pfimocare
prelozit na teorie v rdmci nesortovaného prvniho fadu. Zkonstruujme k tomu ucelu jazyk L; PP1
tak, ze

- mnozina ik L; je totozna s mnozinou ik'0ik? L,

- mnozina ip L je totozna s mnozinou ip' Oip® L,

- mnoZina pk L; je tvofena binarnim predikatem PR a unarnimi predikaty S' a S2.

Definujme indukci preklad vyrazi L, na vyrazy Ls; - je-li X vyraz L,, oznaime jeho
pieklad v L; symbolem X

X" =X je-li X ik nebo ip

PR(T,T)"  =PR(T',T")

Vi&Vy)" =V"&V,

v,aOvy)" =V, aOvy”

ViV =V 5V

V) ==(V")

(OxV)" = Ox"(S'(x") » V"), kde i je sort proménné x v jazyce L,

Tento preklad ovSem rozhodné neni surjektivni: existuji tedy formule L3, které nejsou
prekladem zadné formule L,, totiz vyroky, které kvantifikuji pfes celé univerzum, a nikoli jenom
ptes jednu z jeho ¢asti modelujicich sorty L, (tj. vyroky tvaru [OxV nebo [kV, kde V nema tvar
S'(x)» V"), & vyroky, které obsahuji predikat S' jinde neZ v antecedentu kvantifikované
implikace.

Uvazme vyrok V jazyka L,, ktery je axiomem PP1(2), a jeho pieklad V' do Ls. Je-li V
axiomem vyrokového poctu, je zfejme i V; axiomem PP1; a je-li V axiomem tykajicim se
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kvantifikace, je V. pifimym disledkem pfislusného obecného axiomu kvantifikace PP1,
pijmeme-1i pro kazdou ik' X, ktera se ve V vyskytuje, postulat

S'(xXH (K1)
a pro kazdou takovou ik? postulat

SA(X"). (IK2)
Bud tedy T, teorie v jazyce L,; definujeme teorii T3 v jazyce L; tak, Ze obsahuje pieklad A"
kazdého axiomu A teorie T,, déle piislusnou instanci axiomu (IK1) resp. (IK2) pro kazdou ik'

resp. ik jazyka L,, a navic nasledujici axiomy (které se tykaji vyhradng takovych formuli L,
které nejsou pieklady zadnych formuli L):

k.S'(x) (NEmpt1)
Ok.S%(x) (NEmpt2)
Ox.S'(x) 8%(x) (Exhst)
—k.S' (x)&S*(x) (Disj)
PR(yx) - S*(y) & S'(x) (PR)

Teorie T; je zfejmée teorii prvniho fadu a plati, Ze vyrok V jazyka L, je teorémem T, prave kdyz
je jeho pieklad V' do jazyka L; teorémem Ts.

Bud’ nyni [=<U;,U,,P> modelem teorie T,. Bud’ U=U,[JU, a bud’ P takova funkce, Ze
P (X)=P(X), je-li X ik nebo pk L,, a P(S)=U; pro i=1,2; pak je I'=<U,P"> ziejm& interpretaci L;
a snadno ovéfime, Ze plati, ze vyrok V jazyka L, je spliiovan I pravé kdyz je V' splitovan I".
Navic, protoze I" zfejmé splituje (NEmpt1), (NEmpt2),(Exhst), (Disj), (PR) i viechny instance
(IK1) a (IK2) je I modelem teorie Ts. Bud’ obracend ['=<U,P> modelem T;. Bud’ U=P(S') pro
i=1,2, a bud’ P” zizeni funkce P na mnozinu ik a pk L,; pak je zfejmé I=<U;,U,,P™ interpretaci
L, a plati, Ze vyrok V' jazyka L; je splitovan I pravé kdyz je V spliiovan I; a I je tedy také
modelem T». Tedy: vyrok V je spliiovan n&jakym modelem teorie T pravé kdyz je V' spliiovan
n&jakym modelem T'; a V je platny v kazdém modelu T pravé kdyz je V' platny v kazdém
modelu T

Spojime-li to, k ¢emu jsme dosud dospéli, dohromady, miizeme uzaviit, ze existuje
urcita tfida prvoradovych interpretaci (a sice téch, které jsou modely axiomti (NEmpt), (Exhst1),
(Exhst2), (Disj), (PR) a pieklada (Ext+) a (Kompr+) axiomt (Ext) a (Kompr)), které nam v
jistétm pfesné vymezeném smyslu v ramci prvoradové logiky "modeluji" interpretace

druhotadové.
Oy.S*(y) -» 0z.8%(2) » (Ox(S'(x) - (PR(y.x) & PR(z,X))) » (y=2)) (Extt)
Oy.S*(y)&Ox.S'(x) - (PR(Y.X) o F) (Kompr+)
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Nazyvejme tyto interpretace kvazidruhoradovymi. Nazveme-li prvofadovou teorii tvofenou
axiomy (NEmptl), (NEmpt2), (Exhst), (Disj), (PR), (Ext+) a (Kompr+) kvazidruhoradovym
predikatovym poctem (KDPP), bude kvazidruhotddova interpretace (prvotfadovou) interpretaci
kvazidruhotfadového predikatového poctu. To, k cemu jsme dosud dospéli, pak znamena, ze
existuje vzajemn¢ jednoznacny vztah mezi mnoZzinou vSech druhofadovych a urcCitou
podmnoZzinou mnoziny kvazidruhotadovych interpretaci, takovy, ze druhotadova interpretace I
je modelem druhotadové teorie T praveé kdyz je ji odpovidajici kvazidruhoradova interpretace I'
modelem piekladu teorie T do logiky prvniho fadu; existuje tedy vzajemné jednoznacna
korespondence mezi mnozinou vSech druhotddovych a mnozinou urcitych kvazidruhoradovych
interpretaci takova, ze modulo pteklad zachovava spliovani.

Existuji ale 1 takové kvazidruhotadové interpretace, které takto nekoresponduji s zddnou
druhotadovou interpretaci. To znamena, ze kazdy vyrok MPP2, ktery bude mit za pieklad vyrok
platny v KDPP, bude platny v MPP2; nelze ale obecné fici, ze naopak kazdy vyrok platny MPP2
bude mit za pteklad vyrok obecné platny v KDPP. Dlivodem je, ze vyrok KDPP muze platit v
kazdé interpretaci, ktera odpovida néjaké interpretaci MPP2, avSak neplatit v né¢jaké interpretaci,
ktera zadné interpretaci MPP2 neodpovidd. Tomuto bychom mohli zamezit jediné v piipad¢, ze
bychom dokazali mnozinu kvazidruhotadovych interpretaci zuzit tak, aby obsahovala praveé jen
ty interpretace, které skute¢né odpovidaji interpretacim druhotfddovym. V piipadé monadické
logiky druhého tadu lze ukazat, ze tohle vskutku mozné je - bylo totiz dokazano, Ze mnozina
vyroku platnych v MPP2 je rekurzivni (viz napi. Dreben a Goldfarb, 1979, kapitola 8.3).

Existuji tedy i kvazidruhotddové interpretace, kterym neodpovidaji zadné interpretace
druhotddové - ty mohou zpiisobit to, ze preklady nékterych vyroki, které jsou obecné
druhotadoveé platné, nebudou obecné platné kvazidruhotadoveé - preklad logiky druhého fadu do
logiky prvniho fadu tedy nebude v tomto smyslu plnohodnotny. Standardni logika 2. fadu tedy
neni obecné redukovatelnd na logiku 1.fadu. Jina situace ovSem nastane, kdyZ nebudeme pojem
druhotadové interpretace definovat tak, jak jsme to ucinili vySe, tj. standardné, ale kdyz
pfipustime, aby oborem interpretace predikdtovych konstant a oborem proménnosti
predikatovych proménnych urcité arity mohla byt i vlastni podmnozina mnoziny vSech
ptislusnych relaci, tj. kdyZ ji budeme interpretovat henkinovsky. Mezi henkinovskymi a
kvazidruhofadovymi interpretacemi je, jak se da ukdzat (viz napt. Shapiro, 1991, kap. 4.3)
jednoznacna, splnovani zachovavajici korespondence - kazda henkinovska interpretace je tedy
de facto nahlédnutelnd jako interpretace kvazidruhofddovd a naopak. Henkinovsky
interpretovana logika 2. fadu tedy je beze zbytku redukovatelna na logiku 1.fadu.

Shrnuti fakt o preloZitelnosti

Analogicky tomu, jak jsme postupovali pii uvedeném piekladu monadické logiky druhého fadu
do logiky prvniho tadu, lze, mutatis mutandis, postupovat 1 pii piekladu Uplné (nemonadické)
logiky druhého fadu do logiky fadu prvniho. Je jenom tieba piidat dalsi sorty resp. "kvazisorty"
pro predikaty arity vétsi nez 1. V piipadé nemonadické logiky druhého fadu uz ale dokazatelné
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neptjde vymezit kvazidruhofdadové modely tak, aby druhotfddova platnost implikovala
kvazidruhotfadovou platnost: z Gddelovy véty o nelplnosti totiz plyne, ze mnozina vsech
druhotadove platnych vyrokii neni rekurzivné vycislitelna (a tedy ani axiomatizovatelna); a bude
tedy existovat platny vyrok logiky druhého fadu, jehoz preklad do logiky prvniho fadu platny
nebude. (To plyne pifimo napiiklad z toho, ze v ramci druhého fadu mlzeme kategoricky
axiomatizovat Peanovu aritmetiku kone¢nym poc¢tem axiomti: Je-li PA konjunkci t€chto axiomt
a G Godelova nerozhodnutelna formule, bude formule PA — G zfejmé druhotadové platna, jeji
preklad do logiky 1. fadu vSak nikoli). Mizeme tedy shrnout:

1. Existuje preklad logiky druhého fadu do logiky prvniho fadu takovy, ze obecné plati,
ze je-li V vyrokem logiky druhého tadu a V' jeho ptekladem, pak je-li V' logicky platny, je 1 V
logicky platny; a navic plati, ze V je teorémem logiky druhého tadu pravé kdyz je V' teorémem
logiky prvniho fadu.

2. Neexistuje preklad logiky druhého tadu do logiky prvniho tadu takovy, aby obecné
platilo, ze je-li V vyrokem logiky druhého fadu a V' jeho piekladem, pak je-li V logicky platny,
jeiV'logicky platny.

Obdobn¢ muzeme obecné¢ definovat pteklad jakékoli logiky fadu n do logiky fadu
mensiho nez n. Avsak jakmile za¢neme zkoumat preklad logiky ttetiho fadu do logiky druhého
fadu, ceka nas zjisténi, které nas asi prekvapi - logika tretiho fadu, a obecnégji logika jakéhokoli
fadu vétsiho nez dveé, je na logiku fadu druhého skutecné beze zbytku redukovatelna; prechod od
logiky druhého k logice vyssiho fadu uz tedy fakticky neznamena, na rozdil od piechodu od
logiky prvniho k logice druhého tadu, zadny "narGst sily". Podstatny rozdil je tedy jedin€ mezi
prvnim a druhym fadem; logiku jakéhokoli vyssiho fadu 1ze bez ujmy povazovat za "vyrazovou
variantu" logiky druhého fadu.

Pro¢ tomu tak je, mizeme nahlédnout, kdyz se vratime k Givaham o tom, pro¢ nejde
logiku druhého tadu redukovat na logiku fadu prvniho. Dosli jsme k zavéru, ze problém je v
tom, Ze mnozina kvazidruhotadovych interpretaci, tak jak jsme ji dokazali definovat, obsahuje 1
nékteré interpretace, které nemaji ekvivalenty mezi interpretacemi druhotfadovymi; poznamenali
jsme, Ze tento problém by byl odstranén, kdyby se nam podatilo charakterizovat pravé tu
mnozinu kvazidruhotddovych interpretaci, které¢ takové ekvivalenty maji. Vratime-li se k
terminologii pfedchozi kapitoly, miizeme fici, ze jsou to ty interpretace, ve kterych ma kazda
podmnozina univerza svlj "objektudlni korelat"; je-li tedy <U;,U, P> kvazidruhotddovou
interpretaci, pak tato interpretace ma druhotddovy ekvivalent pravé kdyz pro kazdou
podmnozinu u mnoziny U; existuyje néjaky prvek y mnoziny U, tak, ze
u={xU; |<y,x>DP*(PR)}. Kyzenou podmnozinu kvazidruhotadovych interpretaci bychom
tedy dokézali vymezit, kdybychom k axiomtim KDPP piidali axiom

OpDy.S*(y)&Ox.8'(x) — (PR(yX) e p(X))

Dlvodem, pro¢ jsme toto ucinit nemohli, bylo to, ze jde o formuli druhého tadu - p je
predikatova proménnd (jako "nahrazku" jsme mohli pfijmout jenom axiomové schéma
(Kompr+)). Jind situace by ovSem nastala, kdyby byl jazyk, do kterého bychom ptekladali,
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druhého fadu - pak bychom takovy axiom piijmout mohli. Pokud by nam S$lo, tak jako piedtim,
o redukci logiky druhého tadu, vyslo by ovSem nase pocindni naprazdno (redukovali bychom
logiku druhého tadu zase na logiku druhého fadu); uvedeny postup ale mizeme s netrivialnim
uspéchem pouzit, redukujeme-li na druhy fad logiku fadu vyssiho nez dvé. Podrobnéji o tom viz
Shapiro (1989, kap. 6).

K tomu poznamenejme, Ze analogicky (s dalSimi obménami) miizeme postupovat
nejenom v piipadé redukce jakéhokoli predikatového poctu vyssiho fadu na predikatovy pocet
fadu nizSiho, ale naptiklad i pfi redukci modalni a intenziondlni logiky (viz Hughes &
Cresswell, 1968; Montague, 1974; Gallin, 1975) na standardni logiku. V tomto piipad¢ je tieba
interpretovat modalni ¢i intenziondlni operatory (modalni operatory 0 a ¢, Montaguovy
operatory Y a b) jako kvantifikatory vazici "skryté" promé&nné typu moznych svéti. M&jme jazyk
L; modalniho vyrokového poctu (tj. jazyk obsahujici vyrokové symboly, logické operatory
klasické logiky, plus operatory O a ¢); a definujme jazyk L, PP1, ktery obsahuje pro kazdy
vyrokovy symbol V jazyka L; unarni predikdt Py a ktery obsahuje jedinou proménnou w.
Definujme pteklad z L; do L, nasledujicim zptGsobem:

4 = Py(w)

Vi&V)  =V/ &V

(V] DVz)* = Vl* DVz*

(Vi-Vy) =V oV,

@v)" =owwh

©OV) =0w(V)

Pieklady nékterych (konkrétné nemodélnich) vyrokli L; budou ovSem oteviFenymi
formulemi L, - budou obsahovat volnou proménnou w. Tyto formule tedy budou pti dané
interpretaci pravdivé ¢i nepravdivé jeding relativné k piitazeni hodnoty proménné w. Budeme-li
obor proménnosti w chéapat jako mnozinu "moznych svétii", bude tak mozné tyto formule chapat
jako interpretované funkcemi z moznych svétli do pravdivostnich hodnot - coz odpovida
standardni form¢ sémantiky pro modalni logiky (poprvé definované Kripkem, 1963).
Pravdivostni hodnoty modalnich vyrokti L; budou ovSem v L, na moznych svétech nezavislé
(pijde o modality typu S5).

Jazyk montaguovské intenziondlni logiky je de facto jazykem predikatového poctu
nekoneéného tadu (presnéji feeno jazykem tzv. teorie typu - viz Church, 1940), ktery navic
obsahuje operétory "intenzionalizace” (7) a "extenzionalizace" (%). Sémantika této logiky je
definovana tak, Zze kazdému vyrazu je pfifazena nikoli jedna, ale dvé hodnoty - extenze a
intenze. Montaguovské operétory pak funguji tak, 7e extenzi "V je intenze V a intenzi "V je
extenze V - tyto operatory jsou tedy navzajem dudlni. Pfislusnou logiku miizeme analogicky
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redukovat na dvousortovou teorii typil (standardni, nemodalni dvousortovy predikatovy pocet
nekone¢ného fadu); relevantnimi piekladovymi pravidly pak jso

(V) =Aw(V)
(V) =V(w)

Tak miizeme intenziondlni predikdtovy pocet fadu n prelozit do dvousortového
extenziondlniho predikatového poctu fadu n (potazmo do standardniho predikatového poctu
fadu n, a ten pak piipadné dale do predikatového poctu fadu 2, ¢i, piijmeme-li henkinovské
interpretace, fadu 1). Montaguovskou intenzionalni logiku tedy takto miizeme chépat jako jistou
"vyrazovou variantu" dvousortové teorie typt (viz Gallin, 1975; Janssen, 1983). Neékteri
logikové, zejména Tichy (1978) ovSem nazyvaji intenzionalni logikou v podstaté piimo
dvousortovou teorii typil - je tfeba si uvédomit, ze pak jejich logika v podstaté neni intenzionalni
v Montaguové smyslu.= Autofi, ktefi rozvijeji Montaguovo dédictvi a ktefi tak vlastné dosli k
zaveéru, ze montaguovska logika je nejlépe nahlédnutelna jako v tomto smyslu "parazitujici" na
dvousortové teorii typt, tedy dali ve skute¢nosti za pravdu Tichému, jehoz intenzionalni logika -
z tohoto hlediska - ni¢im jinym nez dvousortovou teorii typii nebyla od poc¢atku.

Diskuse a zavér

Otazkou nyni je, do jaké miry skute¢né potifebujeme predikatovy pocet druhého radu v celé jeho
sile, tedy i s jeho na prvni fad neredukovatelnymi logickymi pravdami, a nakolik vystacime s tou
jeho casti, kterd je na prvni fad redukovatelnd - jinymi slovy, do jaké miry musime chapat
sémantiku logiky 2. fadu standardné, a do jaké ji miizeme chapat henkinovsky. Je ziejmé, Ze je-
li nasi motivaci analyza pfirozeného jazyka s jeho vyroky jako jsou (1) ¢i (4), pak ndm nic
nebrani pfijmout henkinovskou sémantiku a tedy chépat logiky vyssSich fadu jako vyrazové
varianty logiky fadu prvniho.

nekonecnosti, jak je vyjadiena v (6'). Je ziejmé, Ze tuto definici mizeme formulovat, jakmile
mame k dispozici syntaktické prostiedky logiky 2. fadu. Tato definice nam také v kazdém
piipad¢ (bez ohledu na to, zda jazyk interpretujeme standardné¢ nebo henkinovsky) vymezuje

Tento podrobn&jsi vyklad snad miize slouzit jako odpovéd’ na Cmorejovu (1994a;b) kritiku mého
naznaceni této redukce v dodatku mé knihy (Peregrin, 1992); nejsem si ale jist, zda jsem Cmorejove
kritice skute¢né dobfe porozumél.

"Byt intenzilnalni v Montaguové smyslu" totiz de facto znamena "nebyt kompozicionalni"; coz
vlastng, pfisné vzato, neni mozné - definovat (nekonecny) jazyk totiz zfejm¢ dokazeme jediné
prostfednictvim rekurze (prostfednictvim kone¢ného poctu vychozich prvkti a kone¢ného poctu
kompozi¢nich pravidel). Nekompozicionalni (a tudiz i montaguovsky intenzionalni) formalni jazyk je
mozné definovat jediné na zaklad¢ néjakého jazyka kompozicionalniho (tak Montaguova logika je
kompozicionalni na urovni intenzi a jeji nekompozicionalita a tudiz intenzionalita vznika jenom diky
tomu, Ze za primarni je prohlaSena tiroven extenzi, které ovSem nutn¢ "parazituji" na intenzich).
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mnoziny, které jsou zobrazitelné na svou vlastni ¢ast, a za nekonecné prohlaSuje pravé ony.
Obecné se ma za to, ze tato definice je v ptipadé standardné interpretovaného jazyka spravna,
zatimco v piipad¢ jazyka interpretovaného henkinovsky nespravna; tedy ze k definici
nekonecCnosti (a potazmo konecnosti) potfebujeme logiku druhého tadu v jeji plné sile.
Diivodem je to, ze v pfipadé standardni interpretace znamena neexistence "skutecnou"
neexistenci, a definice tedy vymezuje pravé ty mnoziny, které jsou "skutecn¢" zobrazitelné na
svoje vlastni Casti a tedy "skutecné" nekonecné; zatimco v piipad¢ henkinovské interpretace
muze neexistence znamenat jenom relativni "neexistenci v ramci modelu", a mnozina, pro
kterou (v ramci modelu) neexistuje zobrazeni na jeji vlastni ¢ast, mize byt docela dobie "ve
skuteCnosti" nekonecna - vSechna jeji zobrazeni na své vlastni casti mohou ("ndahodou")
existovat jen mimo model.

Aniz bychom se chtéli poustét do hlubsi analyzy tohoto problému, poznamenejme, ze
takovéto chéapani rozdilu mezi standardni a henkinovskou logikou druhého fadu, a¢ byva Casto
brano za zcela samoziejmou véc, zcela neproblematické neni. Predpoklada totiz obrazek, podle
kterého matematickou skutecnost chapeme néjak piimo, a logickymi jazyky ji jenom druhotné
popisujeme (zdlraznéme, Ze to je néco vic, neZ prosté chapat matematiku realisticky, tj. chapat
matematické entity jako existujici nezévisle na matematicich). Standardni chapani logiky
druhého tadu by totiz nedavalo dobry smysl, pokud bychom nebrali za jasnou a hotovou véc
takové pojmy jako vSechny podmnozZiny dané mmnoziny. Proti tomuto pohledu lze postavit
pon¢kud jiny pohled, ktery jako prvni podrobn¢ analyzoval Skolem (zvl. 1958), a ktery vychazi
z toho, ze matematické pojmy jsou inherentné relativni -ze davaji smysl jenom v kontextu urcité
teorie. Rekneme-li tedy, Ze je n&jakd mnoZina nekone¢na, musime se ptat v rdmci které teorie -
mnozina totiz muze byt podle jedné teorie (tfeba henkinovské logiky druhého tadu) konecna, a
podle jiné (standardni logiky druhého fadu) nekonecnd. To, Ze z hlediska standardniho modelu
se miize piislusny henkinovsky model jevit jako néco postradajici, jest¢ neznamena, ze ten prvni
je v n¢jakém smyslu uplny a ten druhy neuplny.

Tento pohled ovSem ¢ini problematickym sam pojem standardni interpretace: "byt
standardni" totiz znamena "brat v ivahu v§echny podmnoziny", a prohlasit néco za standardni
tedy muzeme jediné z néjakého absolutniho stanoviska, ze kterého mizeme rozhodnout, kdy
jsou podmnoziny vsechny, a kdy nikoli. Standardni interpretace tak nejsou vymezitelné jinak nez
takto prostiednictvim odkazu na dale neanalyzovany pojem vSech podmnozin (ktery je sice
zcela pfimocary pro konecné mnoziny, méné vSak pro mnoZiny nekonecné) - na rozdil od
henkinovskych interpretaci nejsou vymezitelné néjakou rekurzivni specifikaci. Z toho vyplyva,
ze oc¢ je logika druhého tadu jako vychodisko matematiky intuitivné piijatelnéjsi, o to je - v
jistém smyslu - trivialnéjsi. Jestlize to trochu piezeneme, muizeme fici, Ze zatimco v ramci
logiky prvniho fadu nedokdzeme charakterizovat napiiklad nekone¢né mnoziny, v logice
druhého tadu to dokdZeme, ale de facto nikoli o mnoho netrividlngji, nez kdyz prosté fekneme,
ze to jsou mnoziny, které jsou ("skutecné") nekonecné.

At uz je vSak vztah mezi logikou prvniho a druhého fadu jakkoli problematicky, jisté je,
ze vztah mezi logikou druhého a vyssiho fadu problematicky neni - jakakoli logika fadu vyssiho
nez dvé muize byt chiapana jako "vyrazova varianta" logiky druhého tadu (¢imz ovSem neni
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feceno, Ze by ndm nemohla byt pravé tato vyrazova varianta, tfeba v kontextu logické analyzy
piirozeného jazyka, uziteCna).

Domnivam se, ze diskuse o vztahu mezi logikou prvniho a vyssich adua casto trpi tim, ze
jejich ucastnici jednak dostatecné nespecifikuji, co vlastné logikami vySSich fadi rozuméji, a
jednak neberou v tivahu celou hloubku problemati¢nosti tohoto vztahu. V tomto ¢lanku jsem se
pokusil shrnout néktera fakta, ktera tuto problemati¢nost charakterizuji.
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Dodatek - nékteré diilezité definice
(notoricky znamé definice nékterych elementarnich pojmt nahrazujeme tfemi teckami)

Jazyk 1. radu obsahuje mnozinu individudlnich konstant (ik), nejvySe spocetnou mnozinu
individualnich proménnych (ip), pro kazdé piirozené ¢islo n nejvySe spocetnou mnozinu
predikatovych konstant arity n (pkn), unarni vyrokovy operator —, bindrni vyrokové operatory
&, [0 -, kvantifikatory 00 a @ a pomocné (synkategorematické) symboly, jako jsou zdvorky
(funktory pro jednoduchost pomijime). Vyrokova formule (vf) tohoto jazyka je tvofena n-arnim
predikdtem a n-tici termt (kde term je ik nebo ip), undrnim operatorem plus vf, binarnim
operatorem plus dvéma vf nebo kvantifikatorem plus ip plus vf. Ip miize byt ve vf volna nebo
vazana (...), vt bez volnych proménnych nazyvame vyrokem. Extralogicky slovnik jazyka 1. fadu
je mnozina vSech ik a pk tohoto jazyka.

Interpretace jazyka 1.7adu je uspotadana dvojice <U,F>, kde U je mnozina ("univerzum") a F je
funkce definovana na extralogickém slovniku tohoto jazyka takova, ze F(k)UU, je-li k ik, a
F(k)OOU", je-li k pk. Interpretace nékteré vf spliuje, a ostatni nesplije (...).

Axiomy 1.Fadu nazveme vSechny vyroky (v jakémkoli jazyce 1. fadu), které maji jeden z tvarii
AT1-A5 (kde 4,B,C jsou vf, x je ip, 4, je ta vf, ktera vznikne z 4 nahrazenim x libovolnou ik nebo
ip takovou, aby se v 4, nestala vadzanou, a D je vf, ve které neni volnd proménna x).

(A-(B-A) (A1)
(A-(B-C)»(A-B)-»(4-0)) (A2)
(tB-A4)-»(("B-—4)-B) (A3)
[vA — Ay (Ad)
Ox(D - B) » (D - [xB) (A5)

Odvozovacimi pravidly 1. Fadu nazveme pravidla MP a Gen.

zAaA-Bodvod B (MP)
z A odvod’ (x4 (Gen)

Teorie 1. Fadu je uspotadana dvojice <J,A>, kde J je jazyk prvniho fadu a A je mnozina vyrokl
tohoto jazyka. Je-li T=<J,A> teorie, je J jazykem T a A mnozinou (extralogickych) axiomu T.
Extralogicky slovnik teorie 1. fadu je extralogicky slovnik jazyka této teorie. Predikdatovym
poctem 1. fadu (PP1) nazveme teorii 1. fadu, jejiZ jazyk neobsahuje Zadné extralogické symboly
a jejiz mnozina extralogickych axiomu je prazdna.

Modelem teorie T je kazda interpretace jazyka T, kterd splituje axiomy T. Teorémem teorie T je
kazdy prvek té nejmensi mnoziny vyrokt, ktera obsahuje axiomy 1. fadu a axiomy T a ktera je
uzaviena vzhledem k odvozovacim pravidlim 1. fadu. Vyrokem platnym podle T je vyrok,
ktery je spliiovan kazdym modelem teorie T.
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Jazyk k-sortovaného prvniho 7adu se od jazyka prvniho fadu lisi tim, ze kazdé z jeho ik a ip je
piitazeno Cislo od 1 do k (sort), a Ze kazdému z jeho pkn je pfifazena usporadana n-tice Cisel z
mnoziny {1,...k} (typ). Predikat typu <iy,...,i,> pak tvoii vf jedin€ s ik sortl iy,...,1n. (Tak je-li
tercialni predikat P typu <2,1,2>, je P(T,,T,,T5) dobfe utvoiend vf pravé tehdy, jsou-li T; a T3
sortu 2 a T; sortu 1).

Interpretace jazyka k-sortovaného prvniho radu je uspofaddana (k+1)-tice <Uy,...,Uy,F> takova,
ze <Uj,...,U> jsou mnoziny a F je funkce takova, ze F(x)UUj, je-li x ik sortu i1, a
F(x)OUjx...xUjy, je-1i x pkn typu <ij,...,i>.

Jazyk 2. radu mé oproti jazyku 1. fadu navic pro kazdé pfirozené n predikdtové proménné arity
n (ppn), a ma vf, které se skladaji z kvantifikatoru, predikdtové proménné a vf. Standardni
interpretace jazyka druhého radu je uspotradand dvojice <U,F>, kde U je mnoZina a F je funkce
takova, ze F(x)OU, je-li x ik, a F(x)OU", je-li x pk. Henkinovska interpretace jazyka druhého
radu je usporadand dvojice <U,P,F>, kde U je mnozina, P je funkce, kterd kazdému
piirozenému ¢islu n pfifazuje podmnozinu n-té Kartézské mocniny U", a F je funkce takova, ze
F(x)OU, je-li x ik, a F(x)[JP(n), je-li x pk.

Axiomy 2.7adu nazveme axiomy 1.fadu plus vSechny vyroky, které¢ maji tvar A6-A8 (kde 4.B
Jsou vf, p je ppn, x;,...,x, jsou ip, 4, je ta v, kterd vznikne z 4 nahrazenim p libovolnou pkn nebo
ppn takovou, aby se nestala v 4, vazanou, C je vf, ve které neni volna proménna p, a D je vf
jejiz vSechny volné proménné jsou mezi x;...x,).

Opd - 4, (A6)
Up(C - B) - (C-UpB) (A7)
D, xu(p(x;...X0) © D) (A8)

Odvozovacimi pravidly 2. Fadu nazveme pravidla MP, Gen a Gen2.

z A odvod’ OpA (Gen2)

Jazyk 2. fadu se nazyva monadicky, neobsahuje-li Zadné pkn a ppn pro n>1. Teorie 2. fadu se
nazyva monadicka, je-1i jeji jazyk monadicky.

Jazyk n-tého radu obsahuje konstanty a proménné typu t pro kazdy typ fddu mensiho nebo
rovného n; kde mnozina typu je definovéna nasledujicim zpisobem: | je typ fadu 0; jsou-li
t1,....ta typy, z nichZ ten s nejvyssim fadem ma tad k, je <ty,...,t,> typ fadu k+1. Je-li p konstanta
nebo proménna typu <ty,...,t,>, pak je p(Xi,...,Xy) v praveé kdyz jsou xy,...,X, vyrazy po fad¢ typa
t1,....tn. Konstanty a proménné typu | mizeme nazyvat individualnimi; konstanty a proménné
jakéhokoli typu fadu k pak mizeme nazyvat predikatovymi fadu k. Axiomy n-teho radu jsou
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obdobami axiomil 2. fadu pro fady aZ po n. Standardni a henkinovské interpretace jazyka n-tého
7adu jsou analogiemi ptislusnych interpretaci jazyka 2. fadu.

Jazyk (jednoduché) teorie typui vznika dalSim zobecnénim pojmu #yp, obsahuje konstanty a
proménné typu t pro kazdy typ definovany nésledovné: | a 0 jsou typy; jsou-li tt;,....t, typy, je i
(tty ... ty) typ. je-li p vyraz typu (tt; ... t,) a Xy,...,X, Vyrazy po fad¢ typa ty,...,tn, pak je p(xi,...,Xp)
vyrazem typu t. Vyrazy typu | mizeme nazyvat individuanimi; vyrazy typu (0t; ... t,)
predikatovymi; vyrazy typu 0 jsou vf. Jazyk dvousortove teorie typii se od jazyka teorie typt lisi
tim, Ze m& namisto zakladniho typu | dva typy, které miizeme oznacovat jako 1; a 1,. Jazyk
Tichého intenzionalni logiky je v podstaté jazykem dvousortové teorie typl, kde namisto 1, a 1,
obvykle pouzivame symboly | a w (a neexistuji zddné konstanty typu w). Jazyk Montaguovy
intenzionalni logiky je v podstaté¢ jazykem jednoduché teorie typl, ktery ale obsahuje
synkategorické symboly J a B které spolu s vf davaji vf. Axiomy je moZné najit v Peregrin
(1992; dodatek).
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